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RESUME :
Dans un mode`le de diffe´renciation verticale ou` les consommateurs sont uniforme´ment distribue´s
par rapport a` leurs intensite´s de pre´fe´rence pour la qualite´ et par rapport a` leurs revenus, nous
cherchons la strate´gie optimale d’un monopole naturel: le nombre de qualite´s offertes, les qualite´s
choisies et leurs prix. En absence de couˆts de production, nous trouvons que les strate´gies optimales
du monopole sont telles que les consommateurs qui ont le meˆme revenu ache`tent la meˆme qualite´.
Le monopole ne discrimine jamais par rapport aux intensite´s de pre´fe´rence pour la qualite´. Le
maximum de profit du monopole correspond a` la production d’une seule qualite´, la plus haute,
si les intensite´s de pre´fe´rence pour la qualite´ sont tre`s faibles. Dans ce cas, il sert tous les
consommateurs. Sinon, la strate´gie optimale correspond a` la production d’une infinite´ de qualite´s.
Toutefois, selon les parame`tres du mode`le, le monopole peut soit servir tous les consommateurs,
soit ne pas servir les consommateurs a` faible revenu. Si la qualite´ haute n’est pas suffisamment
e´leve´e le monopole n’arrive pas a` extraire tout le surplus des consommateurs “riches”. On en
de´duit une incitation a` la recherche et de´veloppement afin d’ame´liorer la qualite´.
Mots-cle´s: Monopole, Diffe´renciation verticale, Strate´gie multiproduit
1 Introduction
Chaque firme offre aujourd’hui une gamme e´tendue de produits correspon-
dant a` diffe´rentes qualite´s vendues a` des prix diffe´rents. L’objectif de ce
travail est d’e´tudier les strate´gies des firmes mutliproduit et les facteurs
e´conomiques qui poussent ces firmes a` adopter ces strate´gies: la diffe´rence
de revenus entre les consommateurs, la diffe´rence de leurs intensite´s de
pre´fe´rence pour la qualite´ ou les deux facteurs a` la fois.
La question a e´te´ partiellement traite´e par Gabszewicz Shaked, Sutton et
Thisse [5] dans un mode`le de diffe´renciation verticale avec des consomma-
teurs ayant des dispositions a` payer diffe´rentes. Le monopole a le choix de
produire une ou plusieurs qualite´s. Il a e´te´ de´montre´, que dans un contexte
de monopole naturel, il est pre´fe´rable pour le monopole d’offrir le maximum
de qualite´s possible si le segment des revenus est suffisamment large par
rapport au segment des qualite´s. Sinon le monopole offre la qualite´ la plus
haute.
Bonnisseau et Lahmandi-Ayed [3] ont conside´re´ un mode`le de Mussa et
Rosen ou` les consommateurs sont continuˆment distribue´s par rapport a`
leurs intensite´s de pre´fe´rence pour la qualite´. Dans le cas d’un monopole
naturel et lorsque les consommateurs ont des revenus identiques, les auteurs
montrent que le monopole n’a pas inte´reˆt a` offrir plus d’un produit. En re-
vanche, quand les consommateurs sont divise´s en deux populations ayant la
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meˆme fonction d’utilite´ mais deux revenus diffe´rents, il est montre´ qu’il est
pre´fe´rable pour le monopole d’offrir deux qualite´s si le segment des revenus
est suffisamment large par rapport au segment des qualite´s.
Acharyya [1], e´tudie un mode`le de Mussa et Rosen ou` il fait la diffe´rence
entre la disposition a` payer et les revenus des consommateurs. En effet,
contrairement aux travaux de Gabszewicz Shaked, Sutton et Thisse [5],
les revenus introduisent une contrainte budge´taire pour les consommateurs.
Dans certains cas, le prix d’un bien ne de´passe pas la disposition a` payer
d’un consommateur mais de´passe son revenu. Il a e´tudie´ l’impact d’une telle
contrainte budge´taire sur l’offre d’un monopole. Il trouve que le monopole
peut adopter une strate´gie multiproduits meˆme lorsque les consommmateurs
ont la meˆme disposition a` payer (meˆmes pre´fe´rences pour la qualite´).
Dans ce papier, nous examinons le comportement d’un monopole lorsque
les consommateurs sont uniforme´ment distribue´s par rapport a` leurs in-
tensite´s de pre´fe´rence pour la qualite´ et par rapport a` leurs revenus. Il
s’agit de trouver la strate´gie optimale a` adopter par le monopole lui per-
mettant de maximiser son profit: le nombre de qualite´s a` offrir, quelles
qualite´s offrir et a` quels prix. Comme dans Acharrya [1], il existe une
diffe´rence entre les revenus des consommateurs et leur disposition payer
pour une certaine qualite´. On de´montre que la contrainte budge´taire in-
fluence l’offre du monopole. En effet, On trouve que pour toute strate´gie
optimale du monopole, les consommateurs qui ont le meˆme revenu ache`tent
ne´cessairement la meˆme qualite´. De plus, le monopole ne discrimine jamais
par rapport aux intensite´s de pre´fe´rence pour la qualite´. Une strate´gie op-
timale du monopole correspond a` la production d’une seule qualite´ si les
intensite´s de pre´fe´rence pour la qualite´ sont faibles c’est a` dire si les con-
sommateurs n’accordent pas suffisamment d’importance a` la qualite´. Sinon
le monopole offre une infinite´ de qualite´s. Dans ce cas, le monopole peut ne
pas servir les consommateurs “pauvres”. De plus, si la qualite´ haute n’est
pas suffisammant e´leve´e, le monopole n’arrive pas a` extraire le surplus des
consommateurs “riches”.
Le monopole pourrait extraire tout le surplus des consommateurs ”riches”
s’il ame´liorait sa qualite´ maximale. Ainsi, une strate´gie multiproduit peut
inciter a` la recherche et de´veloppement. Le monopole pourrait ame´liorer
son profit s’il invente une meilleure qualite´.
Nous de´crivons dans la premie`re section de ce papier le mode`le. Dans la
deuxie`me section, nous e´tudions les caracte´ristiques des prix et des qualite´s
correspondant a` une strate´gie optimale du monopole naturel offrant n qualite´s
actives. Dans la troisie`me section, nous de´terminons le nombre optimal de
qualite´s a` produire. Dans la quatrie`me section, nous trouvons les qualite´s
et les prix optimaux et nous discutons le lien entre les strate´gies multipro-
duits et l’incitation a` l’investissement en recherche et de´veloppement. Nous
terminons par la conclusion et la proposition de quelques extensions.
2 Le mode`le
On conside`re un mode`le de diffe´renciation verticale propose´ par Mussa et
Rosen (1978). Un consommateur peut, soit acheter une unite´ de produit de
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qualite´ q au prix p, soit ne rien acheter. Il est caracte´rise´ par son intensite´
de pre´fe´rence pour la qualite´ θ et son revenu y. L’utilite´ d’un consommateur
(θ, y) est repre´sente´e par:
V (θ, y) =
{
y − p+ θq si −p+ θq ≥ 0
y sinon
Un consommateur n’ache`te que si p ≤ y et −p + θq ≥ 0. La premie`re
ine´galite´ indique qu’un consommateur ne peut acheter que si son revenu le
lui permet. Le revenu, dans ce mode`le, n’a qu’un effet de contrainte, con-
trairement au mode`le utilise´ par Gabsewicz et Al [5] ou` il a un effet direct
sur l’utilite´. La deuxie`me indique qu’un consommateur ache`te s’il y a une
ame´lioration de son utilite´ apre`s achat. Le prix du bien achete´ ne doit pas
de´passer θq qui repre´sente le prix maximal pour lequel un consommateur
d’intensite´ de pre´fe´rence θ ache`te la qualite´ q. θq repre´sente ainsi la dispo-
sition a` payer d’un consommateur (θ, y) pour la qualite´ q.
Les consommateurs sont uniforme´ment re´partis sur [θ, θ]× [y, y], [θ, θ] e´tant
le segment des intensite´s de pre´fe´rence pour la qualite´ et [y, y] e´tant le seg-
ment des revenus. y et θ sont strictement positifs.
On se place dans le cadre d’un monopole naturel ou` la condition θ < 2θ
assure l’existence d’une seule firme sur le marche´ [2]. En effet, une firme
de´sirant entrer dans un marche´ ou` θ < 2θ et qui est de´ja` occupe´ par une
autre firme aurait une part de marche´ nulle. Le monopole naturel offre une
ou plusieurs qualite´s appartenant a` [q, q]. On suppose que les couˆts de pro-
duction du monopole sont nuls. Il s’agit d’e´tudier les strate´gies optimales
du monopole. Une strate´gie optimale correspond au choix d’un nombre de
qualite´s, des qualite´s a` produire parmi toutes les qualite´s possibles et de leurs
prix afin de maximiser le profit du monopole. Dans la section suivante, le
nombre de qualite´s produites par le monopole est fixe´ a` n. Le monopole pro-
pose un catalogue de produits ((qi, pi)i=1..n). Les qualite´s qi sont telles que
q1 < q2 < ..qn et sont vendues aux prix respectifs p1, p2, ..pn. Le catalogue
ne comprend que des qualite´s actives, c’est a` dire des qualite´s qui ont une
demande non nulle. 1. Il est clair que dans ce cas on a force´ment pi < pj si
i < j sinon la qualite´ qj serait pre´fe´re´e a` qi par tous les consommateurs et
par conse´quent qi serait inactive.
Un consommateur (θ, y) choisit parmi les qualite´s qi propose´es aux prix
pi ≤ y la qualite´ qui maximise son utilite´. L’utilite´ d’un consommateur
(θ, y) est supe´rieure a` y (le consommateur ache`te) s’il existe i ∈ {1, .., n} tel
que θ ≥ piqi et pi ≤ y.
pi
qi
repre´sente l’intensite´ de pre´fe´rence pour la qualite´
a` partir de laquelle les consommateurs sont preˆts a` acheter la qualite´ qi.
Le proble`me du consommateur (θ, y) peut s’e´crire comme suit:
1On ne s’inte´resse qu’aux qualite´s actives car le profit du monopole reste inchange´ s’il
met sur le marche´ des qualite´s inactives
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
max
i∈{1,..,n}
y − pi + qiθ
−pi + θqi ≥ 0
pi ≤ y
S’il n’existe pas i tel que θ ≥ piqi et pi ≤ y alors le consommateur (θ, y)
n’ache`te aucune qualite´ propose´e.
S’il existe, le consommateur marginal indiffe´rent entre la qualite´ qi et la
qualite´ qi+1 est celui qui a la meˆme utilite´ en achetant qi ou qi+1. Notons
θ̂i son intensite´ de pre´fe´rence pour la qualite´. On a donc y − pi + θ̂iqi =
y−pi+1+ θ̂iqi+1 d’ou` θ̂i = pi+1−piqi+1−qi . Il est clair que si un consommateur (θ, y)
est tel que θ < θ̂i alors il pre´fe`re (qi, pi) a` (qi+1, pi+1). Si θ est tel que θ > θ̂i
alors le consommateur pre´fe`re (qi+1, pi+1) a` (qi, pi).
Exemple: Supposons que le monopole propose un catalogue a` deux qualite´s
(q1, p1), (q2, p2). Le proble`me du monopole est alors le suivant: max
p1,p2,q1,q2
Π =
p1D1 + p2D2 ou` D1 et D2 sont les demandes respectives des qualite´s q1 et
q2. Les consommateurs indiffe´rents entre acheter la qualite´ q1 et acheter
la qualite´ q2 sont caracte´rise´s par θ̂1 = p2−p1q2−q1 . Les consommateurs qui
sont preˆts a` acheter la qualite´ q1 sont ceux qui ont un revenu y supe´rieur
a` p1 et une intensite´ de pre´fe´rence pour la qualite´ supe´rieure a` p1q1 . D1
et D2 s’e´crivent de plusieurs manie`res selon p1, p2, q1 et q2. Par exem-
ple, si p1 et p2 sont supe´rieurs a` y et θ̂1 > θ˜ = max(p1q1 , θ) alors on a
D1 = (y − p1)(θ̂1 − θ˜) + (p2 − p1)(θ − θ̂1) et D2 = (y − p2)(θ − θ̂1). La
premie`re partie de D1 correspond aux consommateurs de faibles intensite´s
de pre´fe´rence pour la qualite´ qui pre´fe`rent (q1, p1) a` (q2, p2) et ont le revenu
ne´cessaire pour acheter q1. La deuxie`me partie de D1 correspond aux con-
sommateurs qui pre´fe`rent (q2, p2) a` (q1, p1) mais qui n’ont pas le revenu
ne´cessaire pour acheter q2. D’autres cas peuvent se pre´senter: si p1 et p2
sont supe´rieurs a` y et θ̂1 ≤ θ˜ = max(p1q1 , θ), on aura D1 = (p2− p1)(θ− θ˜) et
D2 = (y−p2)(θ− θ˜). Dans ce cas, tous les consommateurs pre´fe`rent (q2, p2)
a` (q1, p1) mais seuls ceux qui ont un revenu supe´rieur a` p2 peuvent acheter
q2.
La figure 1 montre la re´partition de la demande sur [y, y] × [θ, θ] pour
diffe´rentes valeurs de (q1, p1) et (q2, p2). La partie grise repre´sente les con-
sommateurs qui n’ache`tent pas soit parce qu’ils ont une faible intensite´ de
pre´fe´rence pour la qualite´, soit parce que leurs revenus sont faibles (infe´rieurs
a` p1).
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Figure 1: Diffe´rentes re´partitions de la demande selon l’offre du monopole pour n = 2
La figure 1 montre que les demandes pour les qualite´s qi peuvent prendre
plusieurs formes selon le catalogue offert par le monopole. Le but de la
section suivante est de trouver l’expression des demandes Di donc du profit
pour une strate´gie optimale du monopole et lorsque le nombre de qualite´s
actives est fixe´ a` n.
3 Analyse d’une strate´gie optimale pour un nom-
bre fixe´ de qualite´s
On suppose dans cette partie qu’il existe une strate´gie du monopole avec
n ≥ 2 qualite´s actives. On montre que les strate´gies optimales du monopole
offrant n qualite´s actives sont ne´cessairement comme suit: les consomma-
teurs qui ont le meˆme revenu ache`tent la meˆme qualite´ (Figure 3). Vue la
forme de la demande pour chaque qualite´, on appellera ces strate´gies les
strate´gies en “bandes”. Dans les trois lemmes qui suivent nous donnons
les proprie´te´s que doit ve´rifier le catalogue ((qi, pi)i=1,..n) pour une strate´gie
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Figure 2: Strate´gie en L
optimale du monopole. On pose θ˜ = max(θ, p1q1 ). Nous montrons dans le
lemme 1 que si pour une strate´gie optimale du monopole nous avons p1q1 > θ
c’est a` dire θ˜ = p1q1 alors pour tout i = 2, .., n on a
p1
q1
≤ piqi . Ce lemme
indique que tous les consommateurs tels que leur intensite´ de pre´fe´rence
pour la qualite´ est comprise entre θ et θ˜ n’ache`tent aucune qualite´ et ce
inde´pendamment de leurs revenus et que tous les consommateurs qui ont une
intensite´ de pre´fe´rence pour la qualite´ supe´rieure a` θ˜ et un revenu supe´rieur
a` p1 ache`tent. Dans le lemme 2, on restreint les strate´gies optimales a` deux
sortes de strate´gies: les strate´gies en L (De´finition 1) et les strate´gies en
“bandes” (De´finition 2) . Finalement, dans le lemme 3 nous montrons que
le monopole n’a pas inte´reˆt a` mettre plus d’un prix infe´rieur a` y. Ainsi,
pour une strate´gie optimale seul le prix de la qualite´ la plus basse peut eˆtre
infe´rieur a` y ce qui de´termine si le monopole exclut les consommateurs a`
faibles revenus ou pas.
La de´marche des de´monstrations est toujours la meˆme. Nous raisonnons
par l’absurde en supposant qu’il existe une strate´gie optimale qui ne ve´rifie
pas la proprie´te´ a` de´montrer et nous construisons une nouvelle strate´gie en
agissant sur les qualite´s ou les prix qui conduit a` un profit supe´rieur du
monopole.
De´finition 1 On appelle strate´gie en L, les strate´gies du monopole qui
ve´rifient la proprie´te´ suivante: Il existe θ̂i ve´rifiant θ˜ < θ̂i < θ et pour
tout j ∈ {i, .., n− 2} on a θ̂j ≤ θ̂j+1.
La re´partition de la demande des qualite´s sur [θ˜, θ]×[y, y] explique l’appellation
de strate´gie en L.
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Figure 3: Strate´gie en “bandes”
De´finition 2 On appelle strate´gie en “bandes”, les strate´gies du monopole
qui ve´rifient la proprie´te suivante: θ̂i ≤ θ˜ pour tout i = 1, .., n− 1.
Lemme 1 Si le monopole a une strate´gie optimale telle que p1q1 > θ alors
on a p1q1 ≤
pi
qi
pour tout i ∈ {1, .., n}.
Preuve. Soit I = {i|piqi <
p1
q1
}. Supposons que I est non vide. Nous
de´montrons que la strate´gie du monopole peut eˆtre ame´liore´e et par conse´quent
n’est pas optimale.
On pose i0 = argmin
i∈I
{piqi }. On a ne´cessairement i0 ≥ 2.
Pour tout i < i0 on remplace qi par des qualite´s q′i tel que
pi
q′i
= pi0qi0 . On a
donc p1q′1 =
p2
q′2
= ... = pi0qi0 .
Pour tout i < i0, on a qi < q′i < qi0 donc q
′
i ∈ [q, q]. En effet, pour
i ∈ {1, .., i0} on a pipi0 =
q′i
qi0
et comme pi < pi0 (les qualite´s qi sont actives)
on a q′i < qi0 . Il est clair que qi < q
′
i car
pi
qi
≥ piq′i =
pi0
qi0
. On a aussi
q′1 < q′2 < .. < qi0 car p1 < p2 < .. < pi0 .
On distingue 2 cas: p2 > y et p2 ≤ y.
Premier cas: p2 > y
La variation de profit obtenue avec la nouvelle strate´gie ve´rifie: ∆Π ≥
p1(p2 −max(p1, y))(p1q1 −max(θ,
pi0
qi0
)).
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Figure 4: Augmentation de la demande pour les consommateurs ayant un revenu
infe´rieur a` p2
La partie droite de l’ine´galite´ repre´sente l’accroissement du profit du monopole
re´sultant de la nouvelle demande pour la qualite´ q′1 > q1. Certains consom-
mateurs qui n’achetaient pas la qualite´ q1 au prix p1 vont acheter la qualite´
supe´rieure q′1 au prix p1. D’ou` une variation du profit positive.
La partie en gris de la figure 4 repre´sente l’accroissement de la demande
pour la qualite´ la plus basse suite a` la nouvelle strate´gie pour les consom-
mateurs ayant un revenu infe´rieur a` p2. Les consommateurs qui ont un
revenu appartenant a` [p2, pi0 [ et une intensite´ de pre´fe´rence pour la qualite´
supe´rieure a` pi0qi0 ache`tent la plus haute qualite´ que leur revenu le leur per-
met (des calculs simples permettent d’e´tablir que pi0qi0 =
pi+1−pi
q′i+1−q′i pour tout
i < i0). Ainsi avec la nouvelle strate´gie soit ils gardent le meˆme choix de
qualite´, soit ils changent vers une qualite´ supe´rieure. Les consommateurs
ayant un revenu supe´rieur a` pi0 et une intensite´ de pre´fe´rence pour la qualite´
supe´rieure a` pi0qi0 ache`tent la qualite´ qi0 ou une qualite´ supe´rieure. Il clair que
cette strate´gie ame´liore le profit du monopole puisque certains consomma-
teurs qui n’achetaient pas vont acheter. D’autres vont choisir une qualite´
supe´rieure ou garder le meˆme choix de qualite´.
Deuxie`me cas: p2 ≤ y
Dans ce cas on a p1 < p2 ≤ y. On montre d’abord que 2 /∈ I. Supposons que
2 ∈ I c’est a` dire que p2q2 <
p1
q1
. Par des calculs simples on obtient l’ine´galite´:
p2−p1
q2−q1 <
p2
q2
< p1q1 et pour tout θ ≥ max(
p2
q2
, θ) les consommateurs d’intensite´
de pre´fe´rence pour la qualite´ θ pre´fe`rent q2 a` q1 et ont le revenu ne´cessaire
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pour acheter q2 (p2 < y), ce qui contredit que la qualite´ q1 est active. D’ou`
p2 ≤ y implique 2 /∈ I (Plus ge´ne´ralement on montre que si pi < y alors
i /∈ I).
On montre maintenant que la nouvelle strate´gie ame´liore le profit du monopole.
On a i0 > 2. Comme 2 /∈ I on a p2q2 ≥
p1
q1
. L’hypothe`se q1 est active im-
plique p2q2 >
p1
q1
sinon on a p2−p1q2−q1 =
p2
q2
= p1q1 et tous les consommateurs
pre´fe´reront q2 a` q1 et ont les moyens d’acheter q2. Par des calculs simples
on a p2−p1q2−q1 >
p2
q2
> p1q1 . Avec la nouvelle strate´gie on a
p1
q′1
= p2q′2 =
p2−p1
q′2−q′1
d’ou` tous les consommateurs pre´fe´rent q′2 a` q′1 et ont les moyens d’acheter
q′2. Ainsi la qualite´ q′1 est inactive et la variation de profit du monopole
est positive puisque les consommateurs qui achetaient la qualite´ q1 au prix
p1 ache`tent la qualite´ q′2 au prix p2 ou une qualite´ supe´rieure. Les autres
consommateurs gardent le meˆme choix ou ache`tent une qualite´ supe´rieure a`
celle qu’ils achetaient avant.
En augmentant les qualite´s basses sans changer les prix, le monopole aug-
mente sa demande puisqu’il re´cupe`re une partie des consommateurs qui
pre´fe´raient ne pas acheter les qualite´s initialement propose´es par le monopole.
D’autres consommateurs ache`tent des qualite´s supe´rieures aux qualite´s qu’ils
achetaient initialement.
Du lemme 1 on de´duit que les consommateurs (θ, y) qui ache`tent sont tel
que (θ, y) ∈ [θ˜, θ] × [max(p1, y), y]. Nous avons ainsi de´termine´ la part du
marche´ du monopole, c’est a` dire les consommateurs qui ache`tent. Il s’agit
dans le lemme suivant de de´terminer la forme de la demande pour chaque
qualite´. On s’inte´resse dans le lemme 2 aux strate´gies avec n ≥ 3 qualite´s
actives et on de´montre que les strate´gies optimales sont soit en L ou en
“bandes”. Il est clair que pour n = 2, les strate´gies possibles sont en L ou
en “bandes” selon θ̂1.
Lemme 2 Si pour une strate´gie optimale du monopole il existe i0 tel que
θ˜ < θ̂i0 < θ alors θ̂i < θ̂i+1 pour tout i ∈ {i0, .., n− 2}.
Preuve. Soit J = {j ∈ {1, ..n − 2}|θ˜ < θ̂j < θ et θ̂j+1 ≤ θ̂j}. Si J est non
vide on de´montre que la strate´gie du monopole peut eˆtre ame´liore´e et par
conse´quent n’est pas optimale.
On pose j0 = minJ . On a θ˜ < θ̂j0 < θ et θ̂j0+1 ≤ θ̂j0 .
Les consommateurs (θ, y) tels que θ < θ̂j0+1 pre´fe`rent qj0 a` qj0+1 et qj0+1 a`
qj0+2.
Les consommateurs (θ, y) tels que θ ∈ [θ̂j0+1, θ̂j0 ] pre´fe`rent qj0 a` qj0+1 et
qj0+2 a` qj0+1.
Les consommateurs (θ, y) tels que θ > θ̂j0 pre´fe`rent qj0+2 a` qj0+1 et qj0+1 a`
qj0 . 2
2bθj0+1 peut eˆtre infe´rieure a` θ˜ dans ce cas qj0+2 est pre´fe´re´e a` qj0+1 par tous les
consommateurs. Les consommateurs (θ, y) tels que θ ∈ [θ˜, bθj0 ] pre´fe`rent qj0 a` qj0+1 et les
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On va de´terminer la demande pour qj0+1. On de´montre d’abord que pj0+2 >
y. Supposons que pj0+2 ≤ y. Dans ce cas, pour tout y ∈ [y, y] on a y ≥ pj0+2
donc tous les consommateurs peuvent acheter qj0+2 et pour tout θ ∈ [θ˜, θ]
la qualite´ qj0+1 n’est jamais pre´fe´re´e donc est inactive. D’ou` pj0+2 > y
Des consommateurs ayant un revenu y ≥ pj0+2 n’ache`tent jamais la qualite´
qj0+1 car elle n’est jamais pre´fe´re´e (quelque soit θ).
Des consommateurs ayant un revenu y < pj0+1 n’ont pas les moyens d’acheter
qj0+1.
Si y ∈ [max(y, pj0+1), pj0+2[, on a θ̂j < θ̂j0 pour tout j < j0 car j0 = minJ
et pour tout j > j0, θ̂j n’intervient pas dans le choix des consommateurs
de revenus y ∈ [max(y, pj0+1), pj0+2[ car ils ne peuvent pas acheter des
qualite´s supe´rieures a` qj0+1. Donc les consommateurs ayant une intensite´ de
pre´fe´rence pour la qualite´ θ ∈ [θ̂j0 , θ] et un revenu y ∈ [max(y, pj0+1), pj0+2[
sont les seuls qui ache`tent qj0+1.
Le monopole peut changer de strate´gie et augmenter son profit en rem-
plac¸ant qj0+1 par une qualite´ supe´rieure q′j0+1 ∈]qj0+1, qj0+2[ sans changer
pj0+1. Dans ce cas, θ̂′j0 =
pj0+1−pj0
q′j0+1−qj0
< θ̂j0 . Le changement de θ̂j0+1 n’influence
pas le choix des consommateurs ayant un revenu supe´rieur a` pj0+2. Les
seuls consommateurs qui changent leur choix sont ceux qui appartiennent a`
[max(y, pj0+1), pj0+2[×[θ̂′j0 , θ̂j0 ] qui passent de la qualite´ qj0 au prix pj0 a` la
qualite´ q′j0+1 au prix pj0+1. Tous les autres consommateurs gardent le meˆme
choix de qualite´ que celui de la strate´gie initiale. Le profit du monopole
ainsi obtenu est supe´rieur a` son profit initial et la strate´gie initiale n’est pas
optimale.
Ainsi, si pour une strate´gie optimale il existe i ∈ {1, .., n − 1} tel que
θ̂i ∈ [θ˜, θ] alors, d’apre`s le lemme 2 cette strate´gie, est en L. Ceci nous
permet de restreindre les strate´gies otimales a` deux strate´gies possibles: les
strate´gies en L et les strate´gies en “bandes”. Dans le lemme suivant on
de´montre que pour une strate´gie optimale, seul le prix de la qualite´ la plus
basse peut eˆtre infe´rieur a` y.
Lemme 3 p2 > y pour toute strate´gie optimale du monopole.
Preuve. Supposons que p2 ≤ y. Comme par hypothe`se les n qualite´s sont
actives on a θ̂1 > θ˜ (sinon la qualite´ q1 est inactive puisque tous les con-
sommateurs tel que θ ≥ θ˜ pre´fe´rent q2 et ont les moyens de l’acheter) et
θ̂1 < θ̂2 < .. < θ̂j−1 < ..θ̂n−1 d’apre`s le lemme 2.
consommateurs (θ, y) tels que θ > bθj0 pre´fe`rent qj0+1 a` qj0
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En vendant la qualite´ q1 au prix p2, la qualite´ q1 devient inactive et la
diffe´rence de profit du monopole s’e´crit:
• Si p1q1 > θ alors on a
p2
q2
> p1q1 car d’apre`s le lemme 1 on a
p2
q2
≥ p1q1
et s’il y a e´galite´ la qualite´ q1 serait inactive. La variation du profit
du monopole est ∆Π = (y − y)[(p2−p1q2−q1 −
p2
q2
)(p2 − p1)− p1(p2q2 −
p1
q1
)] =
(y − y) (p2q1−p1q2)2q1q2(q2−q1) > 0.
(y− y)(p2−p1q2−q1 −
p2
q2
)(p2−p1) repre´sente le gain du monopole ge´ne´re´ par
les consommateurs qui changent de q1 vers q2 et (y − y)p1(p2q2 −
p1
q1
)
repre´sente la perte du monopole duˆe a` la perte de certains consomma-
teurs qui achetaient q1 mais pre´fe`rent ne pas acheter q2. La variation
globale est positive.
• Si p1q1 ≤ θ et
p2
q2
≤ θ, le raisonnement est plus simple puisque tous
les consommateurs qui achetaient q1 a` p1 ache`tent q2 a` p2 et on a
∆Π = (y − y)(p2−p1q2−q1 − θ)(p2 − p1) > 0.
• Si p1q1 ≤ θ et
p2
q2
> θ, on a ∆Π = (y− y)[(p2−p1q2−q1 −
p2
q2
)(p2− p1)− p1(p2q2 −
θ)] > (y − y)[(p2−p1q2−q1 −
p2
q2
)(p2 − p1)− p1(p2q2 −
p1
q1
)] > 0.
Comme dans le premier cas, il y a un gain de profit ge´ne´re´ par les
consommateurs qui changent de q1 vers q2 et une perte duˆe a` la perte
de certains consommateurs qui achetaient q1 mais pre´fe`rent ne pas
acheter q2. La variation globale est positive.
Ainsi le monopole n’a aucun inte´reˆt a` mettre plus d’un prix infe´rieur a` y.
Pour une strate´gie optimale du monopole seul le prix de la qualite´ basse
peut eˆtre infe´rieur a` y ce qui de´termine le choix du monopole quant a` la
satisfaction ou non des consommateurs “pauvres”.
Etant donne´es les caracte´ristiques des prix et des qualite´s des strate´gies
optimales du monopole, nous montrons dans ce qui suit, que les strate´gies
optimales ve´rifient ne´ce´ssairement la proprie´te´ suivante: les consommateurs
ayant le meˆme revenu ache`tent la meˆme qualite´. Ces strate´gies sont en
“bandes” et ve´rifient θ̂i ≤ θ˜ pour tout i = 1, .., n − 1. Pour une strate´gie
en “bandes”, tous les consommateurs d’intensite´ de pre´fe´rence θ ∈ [θ˜, θ]
classent de la meˆme manie`re les qualite´s. En effet, qn est pre´fe´re´e a` qn−1,
pre´fe´re´e a` qn−2,...,pre´fe´re´e a` q1. Ce sont donc uniquement les revenus des
consommateurs qui de´terminent le choix de la qualite´. D’ou` l’importance
de la contrainte budge´taire.
Proposition 1 Les strate´gies optimales du monopole sont ne´cessairement
en “bandes”.
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Preuve. Conside´rons une strate´gie en L: il existe i ∈ {1, .., n − 1} tel que
θ̂i > θ˜. On montre que cette strate´gie peut eˆtre ame´liore´e en agissant sur le
prix pn de la qualite´ qn.
D’apre`s le lemme 2, on a force´ment θ̂n−1 > θ˜.
• Premier cas: n > 2
Soit p′n = pn−1 + θ˜(qn − qn−1) le nouveau prix de la qualite´ qn. On
a y < pn−1 < p′n < pn. En effet, pn = pn−1 + θ̂n−1(qn − qn−1) >
pn−1 + θ˜(qn − qn−1) = p′n. On a de manie`re e´vidente que p′n >
pn−1 vu l’expression de p′n. De plus pn−1 > y d’apre`s le lemme 3.
Quand le monople fixe ce prix tous les consommateurs appartenant a`
[θ˜, θ]× [p′n, y] ache`tent la qualite´ qn au prix p′n. La figure 5 montre les
zones ou` il y a gain de profit pour le monopole et les zones ou` il y a
perte de profit. La variation du profit du monopole apre`s la diminu-
tion du prix de la qualite´ qn s’e´crit:
∆Π = −[pn−pn−1− θ˜(qn− qn−1)][y−pn][θ− θ̂n−1]+ θ˜(qn− qn−1)[pn−
pn−1 − θ˜(qn − qn−1)][θ − θ̂n−1] + [
∑
i+1≤j≤n−1
(θ̂j − θ̂j−1)(p′n − pj)][y −
pn−1 − θ˜(qn − qn−1)] + [p′n − pi](θ̂i − θ˜)[y − pn−1 − θ˜(qn − qn−1)]
En remplac¸ant p′n par sa valeur et en utilisant le fait que pj est infe´rieur
a` pn−1 pour tout j ≤ n− 1, on a:
∆Π ≥ −[pn−pn−1− θ˜(qn− qn−1)][y−pn][θ− θ̂n−1]+ θ˜(qn− qn−1)[pn−
pn−1 − θ˜(qn − qn−1)][θ − θ̂n−1] + [
∑
i+1≤j≤n−1
(θ̂j − θ̂j−1)][pn−1 + θ˜(qn −
qn−1)−pn−1][y−pn−1− θ˜(qn−qn−1)]+[pn−1+ θ˜(qn−qn−1)−pn−1][θ̂i−
θ˜][y − pn−1 − θ˜(qn − qn−1)]
En arrangeant les termes et en mettant pn − pn−1 − θ˜(qn − qn−1) en
facteur on obtient finalement:
∆Π ≥ [pn− pn−1− θ˜(qn− qn−1)][(θ− θ̂n−1)(θ˜(qn− qn−1)− (y− pn))+
θ˜(y − pn−1 − θ˜(qn − qn−1))]
Comme pn−pn−1− θ˜(qn− qn−1) > 0, cherchons le signe de ∆(θ̂n−1) =
(θ − θ̂n−1)(θ˜(qn − qn−1)− (y − pn)) + θ˜(y − pn−1 − θ˜(qn − qn−1)).
En remplac¸ant pn par θ̂n−1(qn − qn−1) + pn−1 on a:
∆(θ̂n−1) = (θ− θ̂n−1)((θ̂n−1+ θ˜)(qn− qn−1)− y+ pn−1)+ θ˜(y− pn−1−
θ˜(qn − qn−1)).
∆(θ̂n−1) est quadratique concave en θ̂n−1. De plus, on a ∆(θ) =
θ˜(y − pn−1 − θ˜(qn − qn−1)) > 0 et ∆(θ˜) = (θ − θ˜)θ˜(qn − qn−1) + (2θ˜ −
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θ)(y−pn−1− θ˜(qn−qn−1) > 0 car 2θ˜ ≥ 2θ > θ (condition de monopole
naturel). Ainsi pour tout θ̂n−1 ∈]θ˜, θ[, on a ∆(θ̂n−1) > 0 d’ou` ∆Π > 0.
Le monopole arrive a` ame´liorer sa strate´gie en diminuant pn.
• Deuxie`me cas: n = 2
On adopte la meˆme strate´gie en choisissant p′2 = p1 + θ˜(q2 − q1). Si
p′2 ≥ y on retrouve les meˆmes calculs et re´sultats qu’au premier cas.
Sinon, la qualite´ q1 devient inactive et comme p2 = p1 + θ̂1(q2 − q1),
on a:
∆Π = −(θ̂1− θ˜)(q2− q1)(y− p1− θ̂1(q2− q1))(θ− θ̂1)+ θ˜(q2− q1)(p1+
θ̂1(q2 − q1)− y)(θ − θ̂1) + θ˜(q2 − q1)(y − y)(θ̂1 − θ˜)
Le signe de Π est le signe de φ = −(θ̂1 − θ˜)(y − p1 − θ̂1(q2 − q1))(θ −
θ̂1) + θ˜(p1 + θ̂1(q2 − q1)− y)(θ − θ̂1) + θ˜(y − y)(θ̂1 − θ˜).
En divisant le troisie`me terme de φ en deux parties on a:
φ = −(θ̂1 − θ˜)(y − p1 − θ̂1(q2 − q1))(θ − θ̂1) + θ˜(p1 + θ̂1 − y)(θ − θ̂1) +
θ˜(y − p1 − θ̂1(q2 − q1))(θ̂1 − θ˜) + θ˜(p1 + θ̂1(q2 − q1)− y)(θ̂1 − θ˜)
En regroupant le premier et le troixie`me termes de φ et le deuxie`me
et quatrie`me termes et en factorisant on obtient:
φ = (y−p1− θ̂1(q2−q1))(θ˜+ θ̂1−θ)+(p1+ θ̂1(q2−q1)−y)θ˜(θ− θ˜) > 0.
La variation du profit du monopole est donc strictement positive et
avec la nouvelle strate´gie seule la qualite´ q2 est active.
Ainsi, pour tout pn tel que θ̂n−1 ∈]θ˜, θ[ la diffe´rence de profit du monopole
qui diminue le prix pn jusqu’a` pn−1+ θ˜(qn−qn−1) est positive. Une strate´gie
en L n’est donc pas optimale.
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Figure 5: Variation du profit du monopole suite a` la diminution de pn
Comme les seules strate´gies optimales possibles sont les strate´gies en L
et les strate´gies en “bandes” et comme nous venons de de´montrer que les
strate´gies en L ne sont pas optimales, les seules strate´gies optimales possi-
bles du monopole sont en “bandes”. Les consommateurs classent de la meˆme
manie`re les qualite´s: qn est pre´fe´re´e a` qn−1, qn−1 est pre´fe´re´e a` qn−2,..,q2 est
pre´fe´re´e a` q1. Ils ache`tent la plus haute qualite´ que leur revenu leur permet
d’acheter. Dans la section suivante, nous nous inte´ressons au nombre de
qualite´s optimal pour le monopole.
4 Nombre optimal de qualite´s
Il s’agit dans cette partie de trouver le nombre optimal de qualite´s que le
monopole doit produire. Nous montrons que le monopole ne produit qu’une
seule qualite´ si les intensite´s de pre´fe´rences pour la qualite´ sont faibles, c’est
a` dire si les consommateurs n’accordent pas une tre`s grande importance a`
la qualite´. En revanche, si les intensite´s de pre´fe´rence pour la qualite´ sont
suffisamment e´leve´es, le monopole offre une infinite´ de qualite´s.
Le but de la proposition 2 est de de´montrer que lorsque θ ≤ yq , c’est a` dire
lorsque les intensite´s de pre´fe´rence sont tre`s faibles, ou encore la qualite´
haute n’est pas suffisamment e´leve´e, le monopole n’a aucun inte´reˆt a` offrir
plus d’une qualite´. En effet, on suppose que le monopole offre au moins
deux qualite´s et on de´montre dans ce cas qu’il n’existe pas de strate´gie en
“bandes” optimale avec n ≥ 2 qualite´s actives.
Proposition 2 Si θ ≤ yq alors la strate´gie optimale du monopole consiste a`
offrir une seule qualite´.
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Preuve. Supposons qu’il existe une strate´gie optimale en “bandes” du
monopole avec la production n ≥ 2 qualite´s actives. Deux cas sont possibles:
• piqi ≤ θ pour tout i = 1, .., n. Dans ce cas
pi
qi
doivent eˆtre choisis de
telle sorte que tous les pi+1−piqi+1−qi soient infe´rieurs a` θ sinon la strate´gie
n’est plus en “bandes”.
• piqi =
p1
q1
≥ θ pour tout i = 1, .., n.
Comme toutes les qualite´s sont actives, nous avons force´ment p2 > y (lemme
3). D’ou` p2q2 >
y
q ≥ θ. Ainsi, pour cette strate´gie en “bandes”, nous avons
p1
q1
= piqi >
y
q ≥ θ.
Le profit du monopole s’e´crit:
Π =
{
(θ − p1q1 )[p1(p2 − p1) + C] si p1 ≥ y
(θ − p1q1 )[p1(p2 − y) + C] si p1 < y
avec C une constante inde´pendante de p1.
Cherchons le prix p1 optimal pour cette strate´gie. Le profit du monopole
est continu en fonction de p1 et on a ∂Π∂p1 < 0 sur ]0, y[. Or comme p1 >
y
q q1,
le profit du monopole n’admet pas de maximum avec les n qualite´s actives.
En effet, en diminuant p1 jusqu’a
y
q q1, on de´sactive les qualite´s q1, q2, .., qn−1
puisque une qualite´ qi telle que i ∈ {1, ..n} sera vendue a` un prix e´gal a` y qiq
qui est infe´rieur a` y et tous les consommateurs tels que θ ≥ θ˜ pre´fe`rent qn
et ont les moyens de l’acheter .
Nous montrons dans la suite que pour θ >
y
q , c’est a` dire pour des in-
tensite´s de pre´fe´rence pour la qualite´ suffisamment e´leve´es, ou encore une
qualite´ q suffisamment e´leve´e, une strate´gie optimale du monopole corre-
spond a` la production d’une infinite´ de qualite´s. On de´montrera tout d’abord
que les strate´gies optimales consistent a` offrir au moins deux qualite´s (lemme
4) avant d’e´noncer la proposition.
Lemme 4 Si
y
q < θ alors une strate´gie du monopole qui consiste a` produire
une seule qualite´ est toujours domine´e par une strate´gie en “bandes” du
monopole avec la production de deux qualite´s actives.
Preuve. Nous distinguons quatre cas selon p1 et q1 et nous construisons
une strate´gie en “bandes” avec deux qualite´s actives qui donne un meilleur
profit. Soit (q10 , p10) l’offre du monopole. On a θ˜ = max(θ,
p10
q10
)
• Si q10 6= q et p10 ≥ y alors la nouvelle strate´gie consiste a` offrir (q1 =
q10 , p1 = p10) et (q2, p2 = p10 + θ˜(q2 − q10)). Le choix de q2 doit
garantir que p10 < p2 < y pour que les deux qualite´s soit actives.
Ceci implique que q2 doit appartenir a` ]q10 ,min(q, q10 +
y−p10
θ˜
)[ qui est
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clairement non vide. La variation du profit est positive puisque les
consommateurs ayant un revenu supe´rieur a` p2 vont acheter q2 au lieu
de q1.
• Si q10 6= q et p10 < y alors:
– Si p10 ≥ θq10 , on a θ˜ = p10q10 et on adopte la meˆme strate´gie que
dans le cas pre´ce´dent. Pour que q1 reste active, on doit avoir
y < p2 < y d’ou` q2 ∈]q10 + y−p10θ˜ ,min(q, q10 +
y−p1
θ˜
)[. On ve´rifie
bien que l’intervalle auquel doit appartenir q2 et non vide car
q10 +
y−p10
θ˜
≤ q10 + yθ˜ − q10 ≤
y
θ < q
– Si p10 < θq10 alors la nouvelle strate´gie consiste a` offrir (q1 =
q10 , p1 = θq10) et (q2, p2 = θq2). q2 doit eˆtre choisie de telle fac¸on
que y < p2 < y c’est a` dire q2 ∈]max(q10 , yθ ),min(q, yθ )[. Cet
intervalle est non vide car on a q10 <
y
θ < q.
• Si q10 = q et p10 > y alors la nouvelle strate´gie consiste a` offrir (q2 =
q, p2 = p10) et (q1, p1 = p10 − θ˜(q − q1)). Le choix de q1 doit garantir
p1 > 0. Ceci implique que q1 doit appartenir a` ]max(q, q− p10θ˜ ), q[ qui
est non vide. La variation du profit est positive car des consommateurs
qui n’achetaient pas vont acheter la qualite´ q1.
• Si q10 = q et p10 ≤ y alors θ˜ = θ car yq < θ. La nouvelle strate´gie
consiste a` offrir (q1, p1 = y) et (q2 = q, p2 = y + θ(q − q1)). Le choix
de q1 doit garantir que θ˜ = θ et p2 < y d’ou` q1 doit appartenir a`
]max(q,
y
θ , q −
y−y
θ ), q[ qui est non vide car
y
θ < q . Cette strate´gie
ame´liore clairement le profit du monopole puisque les consommateurs
qui achetaient tous au prix p10 ≤ y vont soit acheter la qualite´ q1 a` un
prix supe´rieur au prix initial, soit acheter une qualite´ supe´rieure q2 au
prix p2.
Ainsi, si
y
q < θ les strate´gies optimales du monopole consistent a` produire
au moins deux qualite´s. Nous montrons en fait que la strate´gie optimale du
monopole consiste a` produire une infinite´ de qualite´s.
Proposition 3 Si
y
q < θ alors la strate´gie optimale du monopole consiste a`
produire une infinite´ de qualite´s.
Preuve. Conside´rons un monopole ayant une strate´gie en “bandes” avec
n ≥ 2 qualite´s actives. Les prix de la strate´gie en “bandes” avec n qualite´s
actives ve´rifient: θ̂i =
pi+1−pi
qi+1−qi ≤ θ˜ pour tout i = 1, .., n − 1. Le monopole
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peut ame´liorer son profit en rajoutant a` son catalogue le produit (q =
αqi+1+(1−α)qi, p = αpi+1+(1−α)pi) avec α ∈]0, 1[. Sa nouvelle strate´gie
est toujours en “bandes”. En effet, on a pi+1−pqi+1−q =
p−pi
q−qi =
pi+1−pi
qi+1−qi ≤ θ˜.
Le monopole augmente son profit car les consommateurs appartenant a`
[αpi+1 + (1− α)pi, pi+1]× [θ˜, θ] changent leur choix de (qi, pi) a` (q, p). Tous
les autres consommateurs gardent le meˆme choix.
Ce raisonnement est valable pour tout i ∈ {1, ..n − 1} et tout α ∈]0, 1[. Le
monopole a donc inte´reˆt a` offrir un continium de qualite´s. Il augmente son
profit en segmentant comple`tement le marche´ des consommateurs ayant un
revenu entre max(p1, y) et pn.
Dans la section suivante, nous de´terminons dans les deux cas
y
q ≥ θ et
y
q < θ les qualite´s et les prix optimaux.
5 Qualite´s et prix optimaux
Il s’agit de de´terminer les qualite´s produites par le monopole et les prix de
ces qualite´s dans les deux cas suivants: production d’une seule qualite´ et
production d’une infinite´ de qualite´s.
5.1 Le monopole produit une seule qualite´:
y
q
≥ θ
Pour
y
q ≥ θ la strate´gie du monopole consiste a` offrir une seule qualite´.
Par la proposition 4, on carate´rise comple`tement la strate´gie optimale du
monopole.
Proposition 4 Si θ ≤ yq alors la strate´gie optimale du monopole consiste a`
offrir la qualite´ la plus haute q au prix θq. Il sert tous les consommateurs
et son profit est Π = θq(θ − θ)(y − y)
Preuve. Le profit du monopole produisant une seule qualite´ s’e´crit:
Π =

p1(θ − p1q1 )(y − p1) si p1 > y
p1(θ − p1q1 )(y − y) si θq1 < p1 ≤ y
p1(θ − θ)(y − y) si p1 ≤ θq1
Le profit du monopole est continu en p1. Par des calculs simples de de´rive´es,
on montre que le profit du monopole est croissant pour p1 ∈ [0, θq1] et
de´croissant pour p1 ∈ [θq1, y]. Le maximum du profit est donc atteint en
p1 = θq1 qui est strictement infe´rieur a` y de plus θ˜ = θ donc tous les con-
sommateurs ache`tent. Le profit du monopole est donc Π = θq1(θ−θ)(y−y).
Il est maximal en q1 = q.
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5.2 Le monopole produit une infinite´ de qualite´:
y
q
< θ
Si
y
q < θ, le monopole offre une infinite´ de qualite´s. Nous e´tudions dans cette
section le cas limite d’une strate´gie en “bandes” avec n qualite´s actives, c’est
a` dire les strate´gies en “bandes ” avec production d’une infinite´ de qualite´s.
En effet, nous avons montre´ a` la proposition 3 que si le monopole a une
strate´gie en “bandes” avec n qualite´s actives, il a toujours inte´reˆt a` offrir
toutes les qualite´s interme´diaires entre la qualite´ la plus basse et la qualite´
la plus haute. On note (qm, pm) le produit de qualite´ minimale qm vendu
au prix pm et (qM , pM ) le produit de qualite´ maximale qM vendu au prix
pM . Les variables de de´cisions du monopole sont donc pm,qm, pM et qM .
Il s’agit dans la suite de trouver pm,qm, pM et qM qui maximisent le profit
du monopole. Nous trouvons que la maximisation du profit du monopole
ne conduit en aucun cas a` une discrimination par rapport aux intensite´s
de pre´fe´rence pour la qualite´. Nous avons donc θ˜ = θ quelque soient les
parame`tres du mode`le. Nous trouvons que dans certains cas, le monopole
ne sert pas les consommateurs “pauvres” et qu’il n’arrive pas a` extraire
tout le surplus des consommateurs “ riches” si sa qualite´ haute n’est pas
suffisamment e´leve´e (Figure 10). Le lemme suivant donne une condition sur
le prix pm de la qualite´ basse pour toute strate´gie optimale du monopole.
Lemme 5 Si
y
q < θ alors pour toute strate´gie optimale du monopole on a
ne´cessairement pm ≥ y
Preuve. Supposons que pm est strictement infe´rieur a` y. Dans ce cas,
toutes les qualite´s ayant un prix p ve´rifiant pm ≤ p < y sont inactives. En
effet, la strate´gie est en “bandes” et les consommateurs classent de la meˆme
manie`re les qualite´s. Ils ache`tent la qualite´ la plus haute que leur revenu
leur permet d’acheter donc les qualite´s achete´es ont un prix supe´rieur a` y.
Le proble`me du monopole s’e´crit:
(P )

max
(qm,pm,pM ,qM )
Π = (θ −max(θ, pmqm ))[
∫ pM
pm
pdp+ pM (y − pM )]
y ≤ pm < pM ≤ y
q ≤ qm < qM ≤ q
pM − pm ≤ max(θ, pmqm )(qM − qm)
La premie`re contrainte provient du lemme 5 et assure que toutes les qualite´s
sont actives. La troisie`me contrainte indique qu’on peut comple`tement seg-
menter le marche´ des consommateurs de revenus entre pm et pM (strate´gie
en “bandes”). L’expression du profit du monopole ne de´pendant pas di-
rectement de qM (qM intervient dans les contraintes). On peut re´soudre le
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proble`me du monopole pour qM fixe´. Le proble`me du monopole s’e´crit alors:
(P (qM ))

max
(qm,pm,pM )
Π = (θ −max(θ, pmqm ))[
∫ pM
pm
pdp+ pM (y − pM )]
y ≤ pm < pM ≤ y
q ≤ qm < qM
pM − pm ≤ max(θ, pmqm )(qM − qm)
On peut diviser le syste`me de contraintes en deux sous-syste`mes (S(qM ))
et (S′(qM )) correspondant respectivement a` max(θ, pmqm ) = θ et max(θ,
pm
qm
) =
pm
qm
.
(S(qM )) :

y ≤ pm < pM ≤ y
q ≤ qm < qM
pM−pm
θ + qm ≤ qM
pm ≤ θqm
(S′(qM )) :

y ≤ pm < pM ≤ y
q ≤ qm < qM
pM
pm
qm ≤ qM
pm > θqm
Lemme 6 Si
y
q < θ alors la qualite´ qM optimale pour le monopole est q
∗
M =
q
Preuve. Il suffit de remarquer que tout triplet (qm, pm, pM ) satisfaisant les
contraintes de (S(qM )) (ou de (S′(qM ))) satisfait aussi les contraintes de
(S(q)) (ou de (S′(q))). Ainsi, qM optimal est q car on maximise le profit du
monopole sur l’espace le plus grand possible en choisissant q.
Dans ce qui suit, nous allons d’abord re´soudre le proble`me du monopole
soumis aux contraintes (S(q)), puis re´soudre le proble`me du monopole soumis
aux contraintes (S′(q)). Nous comparerons ensuite les solutions donne´es par
les deux proble`mes.
Le proble`me du monopole soumis aux contraintes (S(q)) s’e´crit:
max
(qm,pm,pM )
Π = (θ − θ)[∫ pMpm pdp+ pM (y − pM )]
y ≤ pm < pM ≤ y
q ≤ qm < q
pM − pm ≤ θ(q − qm)
pm ≤ θqm
Lemme 7 Si (pm, qm, pM ) ve´rifie les contraintes (S(q)) alors pM − θq ≤ 0.
Preuve. Si (pm, qm, pM ) solution de (S(q)) alors on a: max(y, pM − θq +
θqm) ≤ pm ≤ θqm. Donc pM − θq + θqm ≤ θqm, d’ou` le re´sultat.
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Trouvons les triplets (qm, pm, pM ) solutions du proble`me du monopole
soumis aux contraintes (S(q)).
Proposition 5 Si y < θq alors (qm, pm, pM ) qui maximisent le profit du
monopole soumis aux contraintes (S(q)) sont comme suit:
• si y − θq ≤ 0 alors p∗M = y
– Si y > y−θq+θq alors p∗m = y et q∗m ∈ [max(q, yθ ), q−
y−y
θ ]. Le
profit que le monopole re´alise dans ce cas est Π = (θ − θ)y
2−y2
2 .
– Si y ≤ y − θq + θq alors p∗m = y − θq + θq et q∗m = q. Le profit
que le monopole re´alise dans ce cas est Π = (θ − θ)y
2−(y−θq+θq)2
2
• Si y − θq > 0 alors p∗M = θq
– Si y > θq alors p∗m = y et q∗m =
y
θ . Le profit que le monopole
re´alise dans ce cas est Π = (θ − θ)[ (θq)
2−y2
2 + θq(y − θq)]
– Si y ≤ θq alors p∗m = θq et q∗m = q. Le profit que le monopole
re´alise dans ce cas est Π = (θ − θ)[ (θq)
2−(θq)2
2 + θq(y − θq)]
Preuve. Des calculs simples de de´rive´es du profit Π du monopole par rap-
port a` pM et par rapport a` pm montrent que le profit est croissant en fonc-
tion de pM et de´croissant en fonction de pm. Les figures 6 et 7 repre´sentent,
pour pM < θq fixe´, les couples (pm, qm) solutions de (S(q)). On a deux cas
diffe´rents: y ≥ pM − θq + θq et y < pM − θq + θq. Pour maximiser son
profit, le monopole doit choisir (qm, pm) dans la partie grise qui repre´sente
l’ensemble de solutions de (S(q)) pour pM < θq fixe´ tel que pm soit le plus
petit possible (tous les couples (qm, pm) appartenant a` l’ensemble de solu-
tions de (S(q)) ve´rifient pmqm ≤ θ).
Comme Π est croissant en fonction de pM on choisit p∗M = y si y ≤ θq sinon
p∗M = θq.
Re´solvons le proble`me du monopole lorsqu’il est soumis aux contraintes
du syste`me (S′(q)). Le proble`me du monopole s’e´crit:
max
(qm,pm,pM )
Π = (θ − pmqm )[
∫ pM
pm
pdp+ pM (y − pM )]
y ≤ pm < pM ≤ y
q ≤ qm < q
pm
qm
≥ pMq
pm ≥ θqm
Nous pouvons encore e´crire le proble`me du monopole soumis a` (S′(q)) comme
suit: 
max
(qm,pm,pM )
Π = (θ − pmqm )[
∫ pM
pm
pdp+ pM (y − pM )]
max(y, pMq qm, θqm) ≤ pm < pM ≤ y
q ≤ qm < q
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mqqMp θθ +−  M
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  
qqMp θθ +−  
pm 
Figure 6: Solutions du syste`me (S(q)) lorsque y > pM − θq + θq
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Figure 7: Solutions du syste`me (S(q)) lorsque y ≤ pM − θq + θq
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On peut diviser le syste`me de contrainte S′(q) en deux sous-syste`mes S′1(q)
et S′2(q) correspondant respectivement a` pM ≥ θq et pM ≤ θq.
(S′1(q)) :
 max(y,
pM
q qm) ≤ pm < pM ≤ y
q ≤ qm < q
pM ≥ θq
(S′2(q)) :
{ max(y, θqm) ≤ pm < pM ≤ y
q ≤ qm < q
pM ≤ θq
Dans ce qui suit, nous allons re´soudre le proble`me du monopole soumis
aux contraintes S′1(q) puis re´soudre le proble`me du monopole soumis aux
contraintes S′2(q). Nous aurons ainsi la solution du proble`me du monopole
soumis aux contraintes S′(q).
Si y < θq aucun triplet (qm, pm, pM ) ne ve´rifie les contraintes S′1(q).
Re´solvons le proble`me du monopole soumis a` S′1(q) lorsque y ≥ θq.
Lemme 8 Pour pM ≥ θq fixe´, les couples (qm, pm) qui maximise le profit
du monopole soumis a` (S′1(q)) sont comme suit:
• Si y > pMq q alors p∗m = y, q∗m =
y
pM
q et θ˜ = pMq ≥ θ. Le profit que le
monopole re´alise dans ce cas est Π = (θ− pMq )(
pM 2−y2
2 + pM (y− pM )).
• Si y ≤ pMq q alors p∗m = pMq q, q∗m = q et θ˜ = pMq ≥ θ. Le profit que le
monopole re´alise dans ce cas est Π = (θ− pMq )(pM
2
2 (1− (
q
q )
2)+pM (y−
pM ))
Preuve. Des calculs simples de de´rive´es du profit Π du monopole par
rapport a` pm et par rapport a` θ˜ = pmqm montrent que le profit du monopole
est de´croissant en fonction de pm et en fonction de θ˜. D’apre`s les figures 8
et 9 , on a deux cas diffe´rents: y > pMq q et y ≤ pMq q. Ainsi, pour pM ≥ θq
fixe´, le monopole doit choisir (qm, pm) dans la partie grise qui repre´sente
l’ensemble des solutions de (S′1(q)) tels que pm soit le plus petit possible
et qm le plus grand possible de manie`re a` avoir pmqm le plus petit possible
(pmqm ≥ θ pour toutes les solutions de (S′1(q)).
Lemme 9 Le choix optimal pour le prix pM de la qualite´ maximale lorsque
le monopole maximise son profit sous les contraintes (S′1(q)) est p∗M = θq.
Les profits que le monopole re´alise dans ce cas sont:
• Si y > θq alors Π = (θ − θ)[ (θq)
2−y2
2 + θq(y − θq)]
• Si y ≤ θq alors Π = (θ − θ)[ (θq)
2−(θq)2
2 + θq(y − θq)]
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Preuve. On ve´rifie facilement que le profit du monopole donne´ par le
lemme 8 est continu en pM et strictement de´croissant en pM . On choisit
donc p∗M = θq.
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Figure 8: Solutions du syste`me (S′1(q)) lorsque y > pMq q
La re´solution du proble`me du monopole lorsqu’il est soumis aux con-
traintes (S′1(q)) donne exactement les meˆmes re´sultats que ceux obtenus par
la proposition 5 lorsque y > θq. Re´solvons le proble`me du monopole lorsqu’il
est soumis aux contraintes (S′2(q)). Comme pour le cas pre´ce´dent, le profit
du monopole est de´croissant en fonction de pm et en fonction de θ˜. On a
ainsi le lemme suivant:
Lemme 10 Pour pM ≤ θq fixe´, les couples (qm, pm) qui maximisent le profit
du monopole soumis aux contraintes (S′2(q)) sont comme suit:
• Si y > θq alors p∗m = y et q∗m =
y
θ . Le profit que le monopole re´alise
dans ce cas est Π = (θ − θ)(p
2
M−y2
2 + pM (y − pM ))
• Si y ≤ θq alors p∗m = θq et q∗m = q. Le profit que le monopole re´alise
dans ce cas est Π = (θ − θ)(p
2
M−(θq)2
2 + pM (y − pM ))
Preuve. On raisonne sur des figures analogues aux figures 8 et 9 en inter-
vertissant les droites y = θqm et y = pMq qm.
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Figure 9: Solutions du syste`me (S′1(q)) lorsque y ≤ pMq q
Lemme 11 le choix optimal du prix pM de la qualite´ maximale lorsque
le monopole maximise son profit sous les contraintes (S′2(q)) est: p∗M =
min(y, θq). Les profits que le monopole re´alise dans ce cas sont:
• Si y ≤ θq et y > θq alors Π = (θ − θ)y
2−y2
2
• Si y ≤ θq et y ≤ θq alors Π = (θ − θ)y2−(θq)22
• Si y ≥ θq et y > θq alors Π = (θ − θ)[ (θq)
2−y2
2 + θq(y − θq)]
• Si y ≥ θq et y ≤ θq alors Π = (θ − θ)[ (θq)
2−(θq)2
2 + θq(y − θq)]
Preuve. Directe. Les profits donne´s par le lemme 10 sont croissants en
fonction de pM
Il s’agit maintenant de comparer les profits des lemmes 9 et 11 du
monopole soumis respectivement aux containtes (S′1(q)) et (S′2(q)) a` ceux
obtenus dans la proposition 5, c’est a` dire lorsque le monopole maximise son
profit soumis aux contraintes (S(q)).
Lemme 12 Les solutions du proble`me du monopole soumis a` (S′1(q)) et
(S′2(q)) sont domine´es par les solutions du proble`me du monopole soumis a`
(S(q)).
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Preuve. Il est facile de voir que lorsque y ≥ θq nous obtenons les meˆmes
profits quelque soit le syste`me de contraintes conside´re´.
Si y ≤ θq aucun triplet (qm, pm, pM ) ne ve´rifie les contraintes de S′1(q).
Comparons alors les solutions du proble`me du monopole soumis a` (S(q)) et
(S′2(q)).
• Si y > θq alors y > y− θq+ θq les profits du monopole sont les meˆmes
qu’il soit soumis a` (S′2(q)) ou (S(q)).
• Si y − θq + θq < y ≤ θq alors y2 − y2 ≥ y2 − (θq)2. Le profit du
monopole lorsqu’il est soumis aux contraintes (S(q)) est supe´rieur a`
son profit lorsqu’il est soumis aux contraintes (S′2(q)).
• Si y ≤ y−θq+θq alors comme y−θq+θq ≤ θq, on a y2−(y−θq+θq)2 ≥
y2 − (θq)2. Le profit du monopole lorsqu’il est soumis aux contraintes
(S(q)) est supe´rieur a` son profit lorsqu’il est soumis aux contraintes
(S′2(q)).
Si θ >
y
q , les strate´gies optimales du monopole ainsi que son profit sont
donc donne´es par la proposition 5.
5.3 Synthe`se des re´sultats
Dans la figure 10, nous repre´sentons la demande adresse´e au monopole dans
le plan (θ, y) lorsque θ >
y
q .
On remarque que le monopole ne discrimine jamais par rapport aux inten-
site´s de pre´fe´rence pour la qualite´. Dans les cas 1 et 2, on a y < θq, la
qualite´ q est suffisamment e´leve´e et le monopole segmente comple`tement
le marche´ des consommateurs ayant un revenu entre pm et y. Dans le cas
1, le monopole sert tous les consommateurs car le segment des qualite´s est
suffisamment large. Dans le cas 2, le monopole e´limine les consommateurs
a` faibles revenus.
Dans les cas 3 et 4, on a y ≥ θq, le prix de la qualite´ maximale est pM = θq.
Tous les consommateurs ayant un revenu entre θq et y ache`tent la qualite´
q et le monopole n’arrive pas a` extraire tout le surplus des consommateurs
“riches”. Dans le cas 3, le revenu bas est suffisamment e´leve´e (y > θq) et le
monopole sert tous les consommateurs ayant un revenu entre y et y. Dans
le cas 4, le revenu bas est tre`s faible (y ≤ θq) et le monopole e´limine les
consommateurs ayant un revenu infe´rieur a` θq.
Le maximum de profit du monopole est re´alise´ dans le cas 1 de la figure 10
lorsque la qualite´ haute et suffisamment e´leve´e (θq > y) et lorsque la largeur
du segment des qualite´s est suffisament grande par rapport a` la largeur du
segment des revenus (q − q > y−yθ ).
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On s’inte´resse dans ce qui suit aux actions possibles du monopole qui lui
permettraient d’atteindre le profit qu’il re´alise dans le cas 1. En effet, il s’agit
d’e´tudier les possibilite´s d’investissement en recherche et de´veloppement du
monopole. L’investis- sement en recherche et de´veloppement correpond dans
notre cas a` l’e´largissement du segment des qualite´s [q, q] qui peut se faire de
deux manie`res diffe´rentes: le monopole peut e´largir le segment des qualite´s
par “le haut”, en devenant capable de produire toutes les qualite´s comprises
entre q et la nouvelle qualite´ haute q ou encore le monopole peut e´largir le
segment des qualite´s par “le bas” en produisant toutes les qualite´s comprises
entre la nouvelle qualite´ basse q et q.
Dans le cas 2, le monopole ne sert pas les consommateurs “pauvres” car
le segment des qualite´s n’est pas assez large. Il peut e´largir son segment
de qualite´s des deux manie`res possibles par “le haut” ou par le “bas” avec
y− θq¯+ θq = y ou y− θq¯+ θq = y. Toutes les qualite´s du nouveau segment
seront actives et tous les consommateurs seront servis.
Dans le cas 3, le monopole doit e´largir le segment des qualite´s par le “haut”
car la qualite´ haute n’est pas suffisamment e´leve´e. Il suffit d’avoir y = θq¯
pour retrouver le cas 1.
Dans le cas 4, un e´largissement du segment des qualite´s par le “haut” est in-
dispensable pour extraire le surplus des consommateurs riches. On retrouve
dans un premier temps le cas 2. Ensuite, le monopole peut choisir entre
e´largir le segment des qualite´s par le “haut” ou par le “bas” pour satisfaire
la demande de tous les consommateurs.
Il est a` noter que lorsque θq est infe´rieur ou e´gal a` y, c’est a` dire lorsque le
monopole ne produit que la qualite´ haute, l’investissement en recherche et
de´veloppement se fait en e´largissant le segment des qualite´s par le “haut”
car la qualite´ q¯ n’est pas suffisamment e´leve´e. Ceci permet de passer dans
un premier temps au cas 3 puis au cas 1.
On remarque que, quelque soit le cas conside´re´, le monopole peut n’avoir
recours qu’a` un e´largissement par le “haut” du segment des qualite´s. Il est
clair que le monopole n’investira en recherche et de´veloppement que lorsque
les couˆts d’investissement sont infe´rieurs au gain de profit du monopole.
Dans les cas 1 et 2 les couples (q, p) du catalogue du monopole sont
lie´s par la relation p(q) = y − θq + θq. La qualite´ q achete´e par un con-
sommateur (θ, y) et q = q − y−yθ et le surplus du consommateur (θ, y) qui
ache`te est θq = θ(q− y−yθ ). Ainsi, l’investissement par le “bas” du monopole
dans le cas 2 n’ame´liore pas le surplus des consommateurs qui achetaient,
mais ame´liore uniquement le surplus des consommateurs qui n’achetaient pas
avant l’e´largissement du segment des revenus. Par contre, un e´largissement
par le “haut” ame´liore le surplus de tous les consommateurs.
Dans les cas 3 et 4, la relation ve´rife´e par les couples (q, p) du catalogue
est p(q) = θq. La qualite´ achete´e par un consommateur (θ, y) avec y < θq
est yθ et le surplus du consommateur est
θ
θy. Si y ≥ θq, les consommateurs
ache`tent la qualite´ q est leur surplus s’e´crit y+(θ−θ)q. L’investissement en
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recherche et de´veloppement par un e´largissement par le “haut” dans les cas
3 et 4 permet seulement d’ame´liorer l’utilite´ des consommateurs de revenu
y > θq. Les autres consommateurs ache`tent la meˆme qualite´ et gardent la
meˆme utilite´ θθy.
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Figure 10: Re´partition de la demande selon les parame`tres du mode`le
6 Conclusion
Nous avons caracte´rise´ dans ce papier les strate´gies optimales d’un monopole
naturel lorsque les consommateurs ont des revenus diffe´rents et des inten-
site´s de pre´fe´rence pour la qualite´ diffe´rentes et lorsque le monopole n’a pas
de couˆts de production. Nous trouvons que les strate´gies optimales sont
en “bandes”: les consommateurs ayant le meˆme revenu ache`tent la meˆme
qualite´. Si les intensite´s de pre´fe´rence pour la qualite´ sont tre`s faibles, ou
encore la qualite´ haute n’est pas suffisamment e´leve´e, le monopole offre la
qualite´ la plus haute et sert tous les consommateurs. Sinon, il offre une
infinite´ de qualite´s et peut ne servir qu’une partie des consommateurs en
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e´liminant les consommateurs “pauvres”. Si la qualite´ haute est tre`s e´leve´e, le
monopole arrive a` extraire le surplus de tous les consommateurs qui ache`tent
car il segmente comple`tement le marche´ des consommateurs ayant un revenu
entre pm et y. Sinon, il n’arrive pas a` extraire le surplus des consommateurs
riches puisque a` partir d’un certain revenu, les consommateurs ache`tent la
qualite´ haute, d’ou` une incitation a` la recherche et de´veloppement. Comme
les strate´gies optimales sont en “bandes”, la diffe´rence des intensite´s de
pre´fe´rence pour la qualite´ seule n’explique pas l’adoption d’une strate´gie
multiproduit par le monopole [3] mais combine´e a` une diffe´rence des revenus
elle conduit a` l’adoption d’une strate´gie multiproduits. D’ou` l’importance
de la contrainte budge´taire de notre mode`le.
Nous pouvons facilement e´tendre ce travail au cas d’un monopole naturel
produisant avec couˆt marginal fixe. Ceci reviendrait simplement a` un change-
ment de variables. D’autres pistes pourraient eˆtre explore´es pour comple´ter
le travail. L’e´tude de la strate´gie du monopole en termes de recherche et
de´veloppement pour e´largir le segment des qualite´s en tenant compte des
couˆts de R&D e`t l’introduction d’un couˆt de production de´pendant de la
qualite´ produite constituent un prolongement naturel du pre´sent papier.
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